Lecon 264 - Variables aléatoires discrétes. Exemples et applications.

Cadre :

. Variables aléatoires discrétes, exemples. —
. Loi discréte, espace probabilisé discret. —

— Def : Un espace probabilisable discret est un espace (E, B) ou E est dénombrable
etou B=¢&

— Rem : Une v.a. X sur un espace probabilisable discret est caractérisée par la prob-
abilité des événements élémentaires {z}.

— Def: Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et soit E un ensemble. Une application X :
Q) — FE est une variable aléatoire discrete si X () est dénombrable et si X ~*{z} € A
Vr € E.

On définit alors la loi de probabilité de X par : z € E— P(X =z) € [0,1].

— Pro : Pour toute partie E’ dénombrable de E et pour tout g : E' — [0,1] telle
que Y g g(x) = 1, il existe une unique probabilité P sur (£', 2(E’)) telle que
P({z}) = g(x) Vz € E. La fonction g est alors appelée germe de la probabilité P.

— Rem : Pour X;, X, des v.a. discretes a valeurs dans R, X; + A X5 et X;.X5 sont
encore des v.a. discretes.

. Quelques lois discrétes usuelles. —

— Def : (Loi uniforme) Supposons X (2) = {1,..,} pour un n > 1. On dit que X est
de loi uniforme si P(X = k) = %7 et on la note Ugy, }-

— Ex : Pour un lancer de dé non pipé, la v.a. X égale au chiffre obtenu suit une loi
uniforme sur {1,..,6}.

— Def : (Loi de Bernouilli) Une v.a. X a valeurs dans {0, 1} suit une loi de Bernouilli
de parametre p € [0, 1], notée B(p) si P(X =1) =pet P(X =0) = (1 —p).

— Ex: Le jet d’une piece équilibrée se modélise avec une loi de Bernouilli de parameétre
1

p=s3-

— Def : (Loi binémiale) Une v.a. X & valeurs dans N suit une loi binémiale de
parameétres (n,p) € N* x [0,1], notée Bin(n,p), si: P(X =k) = (})p*(1 —p)"*
VO <k<n.

— Ex : Pour une urne contenant m boules (1 noires, n-1 blanches), et si l'on tire au
hasard avec remise n boules, le nombre de boules noires tirées suit une loi Bin(n, #)

— Def : (Loi géométrique) Une v.a. X a valeurs dans N suit une loi géométrique de
paramétre p € [0, 1], notée Géom(p), si : P(X = k) = p(1 —p)*~! Vk > 1.

— Ex : Pour une épreuve aléatoire a deux issues de probabilité de succes p, le nombre
d’échecs avant le premier succes suit une loi bindmiale de parametre p.

— Def : (Loi de Poisson) Une v.a X a valeurs dans N suit une loi de Poisson de
parametre A > 0, notée Py, si: P(X =k) = e‘k% VEk > 0.

— Ex: Clest laloide v.a. décrivant 'apparition d’événements rares, nombres d’accidents,

d’erreurs de fabrication, d’individus atteints d’une maladie.

— Def : (Loi hypergéométrique) Une v.a X & valeurs dans N suit une loi hyper-
géométrique de paramétres N, M,n € N* avec M < N et n < N, notée H(n, M, N)

N—-—M

si: P(X=k)= (1’\5)((+’“), V0 < k < min(M,n).

— Une urne contient N Ti)oules dont M blanches, et on tire n boules sans remise. La
v.a. X égale au nombre de boules blanches obtenues suite une loi H(n, M, N).

. Espérance, variance. —

— Def : Soit X une v.a. discréte a valeurs dans R. Si la somme ) p [2[P(X = x)
est finie, on dit que X est d’espérance finie et on définit I'espérance de X par :
E[X]=) cpeP(X =2x).

— Ex : E[Ug,, 3] = B8t E[Bin(n,p)] = np, E[Géom(p)] = %7 E[P\] = A,
E[H(n,M,N)] = =L,

— Rem : Sil’ensemble des x tels que P(X = x) > 0 est borné dans R, alors l'espérance
de X est finie.

Cela est en particulier vrai si un tel ensemble est fini.

— Contre-ex : X ~ 53 o % est d’espérance infinie.

— Théoréme de Transfert : Soit X une v.a. discrete a valeurs dans un ensemble E; et
f+E—R. Alors Y = f o X est une v.a. discrete.

Y admet une espérance ssi E[f(X)] := > . |f(z)|P(X = x) est finie, et dans ce
casona E[Y] =3 o f(x)P(X =x).

— Pro : Inégalité de Markov : Soit X v.a. réelle discrete d’espérance finie. Alors
Ve >0, P(|X| > ¢) < ZX

— Def : Pour p > 1, une v.a. discrete réelle X admet un moment d’ordre p ssi XP est
d’espérance finie. On définit alors E[X?] le moment d’ordre p de X.

— Pro+Def : Soit X v.a. réelle discrete possédant un moment d’ordre 2. Alors X est
d’espérance finie et la v.a. X — E[X] posséde un moment d’ordre 2.

On définit alors var(X) := E[(X — E[X])?, et on a var(X) = E[X?] — E[X]?.

— Rem : Avec le théoréme de transfert, on a ainsi : var(X) = > p2°P(X = z) —
E[X)2.

— Ex:var(Uge,,. . 2,}) =

lp_f, var(Py) = A

— Pro : Inégalité de Tchebychev : Soit X v.a. réelle discréte de variance finie. Alors
Ve > 0, P(X — E[X]| < ¢) < 20,

w?+-~+wif<m1+u+mn)2
n n

. Indépendance et somme de variables aléatoires discrétes. —

1. Indépendance. —

— Def : Deux v.a. discrétes X1, Xo a valeurs dans des ensembles E7, Fs sont dites
indépendantes si VA € P (E;) VA" € P(E;), ona P({X; € A} n{Xy € A'}) =
P(Xl S A)P(X2 S A/)

— Rem : Cette notion se généralise a une famille quelconque de variables aléatoires.

, var(Bin(n, p)) = np(1—p), var(Géom(p))



Pro : Des v.a. Xi,.., X,, a valeurs dans des espaces FE1, .., F, sont indépendantes ssi
Vx; € XZ(Q)7 P({Xl = {L‘1} N {X2 = ZL‘Q} n..N {Xn = xn}) = P(Xl = l’l)P(XQ =
x9)..P(X,, = x,). Pro: Si By = E; =R et si X7, X3 sont d’espérance finie, alors la
v.a. X1X; est discréte, d’espérance finie, et avec E[X1X5] = E[X1]E(Xa].

2. Somme de v.a. discrétes indépendantes, fonction caractéristique. —

Pro+Def : Pour X;, X5 v.a. réelles discretes, on définit le produit de convolution
des lois de probas de X7 et Xo comme la loi de probas discrete telle que :

Vr eR PX1 *PX2({.’E}) = ZyGRP(Xl = .’L‘)P(XQ =y — .T)

Pro: Si X; et X, sont indépendantes, alors Py, * Px, est la loi de probas de X;+ X5.
Ex : Soient X; et X5 deux v.a. réelles discretes indépendantes.

Si X1 ~ P(Al) et XQ ~ P(Ag), alors X1 +X2 ~ P()\l + )\2)

Si Xy ~ Bin(ny,p) et Xo ~ Bin(ng,p), alors X; + Xo ~ Bin(n; + na,p).

Rem : Si (X3,.., X,,) sont des v.a. de Bernouilli de parametre p indépendantes, alors
X1+ ..+ X, est de loi Bin(n,p).

Def : Pour = € [0,1], on définit D, (x) le n-itme coefficient du développement

dyadique de x: 2 =) Dg,(f)

Thm : Sur Pespace probabilisé ([0, L[, Bjo,1[, #j0,1[) OU fi[o,1] est le restriction de la
mesure de Lebesgue a [0, 1], les fonctions D, définissent des variables aléatoires
discretes indépendantes, de loi de Bernouilli de parameétre %

Ainsi, 37, -, 2= est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1].

Dev : Théoréme de Weierstrass : Pour f : [0,1] — R continue on définit B, (z) =
> (H)a*(1 = 2)"* f(£) le n-itme polynome de Bernstein.

Alors B,, converge uniformément vers f sur [0,1], et in existe C > 0 telle que
If = Bullee < Coo(), ot w(h) = supf{|f(z) — F(u), | — y| < h} est le mod-
ule d’uniforme continuité de f.

Def : Soit X une v.a. réelle. On appelle fonction caractéristique de X la fonction
ox it EletX].

Pro: Si X et Y sont deux v.a. réelles discretes indépendantes, alors o x 1y = pxpy.

3. Séries génératrices (variables aléatoires a valeurs dans N). —

Def+Pro : Soit X une v.a. & valeurs dans N. Pour tout s €] — 1,1[, la variable
aléatoire sX est bien définie et d’espérance finie.

On note, quand cette quantité existe, Gx (s) := E[sX] la fonction génératrice de X,
qui est au moins définie sur | — 1, 1].

Pro: Ona:

i) Le domaine de définition de Gx contient [—1,1], avec |Gx| < 1 sur ce domaine,
et Gx(l) =1.

ii) Vs € [-1,1], ona: Gx(s) =),c P(X =n)s™.

iii) G'x est continue sur [~1,1] et de classe C* sur | — 1,1].

iv) La fonction génératrice caractérise la loi de X, avec : =
Exemple de fonction caractéristique de lois usuelles.

Dev : Processus de Galton-Watson : Soient X, ; des v.a iid de loi discréte sur N,
intégrables. On définit la suite de v.a. (Z,) par Zy :=1 et Z,41 1= Zfil Xnt1k-
Alors la probabilité d’extinction a := P({existsn tq Z, = 0}) vaut 1 si E[Xg,0] <1
ousi P(Xogo=1)=1 et est dans [0,1][ si E[Xoo] > 1 et P(Xp0=1) <1.

Appli & Galton-Watson ?

. Théorémes limites et approximations. —

1. Approximation de loi de poisson. —

Def : Soient (X,,)n, X des v.a. réelles définies sur le méme espace probabilisé. On
dit que X,, converge en loi vers X si pour toute fonction f continue bornée sur R, on
8t E[f(Xn)] —nos o0 ELF(X)].

Pro : Si (X,)n,X sont des v.a. a valeurs dans N, alors la suite (X,,), converge en
loi vers X ssi Vm > 0, P(X,, = m) — P(X =m).

Cette propriété reste vraie si les X,, et X sont a valeurs dans un ensemble H pour
lequel tout point x n’est pas dans 'adhérence de H — {z}.

Thm : Soit (S,), une suite de v.a. de loi Bin(n,p,). Si n.p, converge vers un
A > 0, alors S,, converge en loi vers une v.a. de Poisson de parametre A, cad :
P(S, =m) — e 2"

m!”

Rem : Dans le cas o p est assez petit, on peut approximer une v.a. de loi Bin(n,p)
par P,,.
Ex : La loi de la variable aléatoire S,, associée au nombre de personnes nées le

premier Janvier dans un ensemble de n personnes prises au hasard est Bin(n, 35z ).

Pour n au moins de 'ordre de 400, on peut approcher la valeur de P(S,, = k) par
n_k

€~ 365 7(@ .

Théoreme des événements rares de Poisson : Pour tout n > 0, soit M,, > 2 et soient

Ani, .y Ap oy, des événements de Q. On définit S, := ZjSMn XA, -

Si )2 <, P(An,j converge vers un A > 0 et si max;(P(Ap ;) converge vers 0, alors

S, converge en loi vers une v.a. de loi Poisson de parametre .

Ex : Illustration avec les clients d’une banque.

. Loi des grands nombre et théoréme central de la limite. —

Loi faible des grands nombres : Soient (X,,) des v.a. réelles indépendantes et de
méme loi, d’espérance finie. Alors la suite de v.a. Xﬁ?ifX" converge en probabilité
vers E[Xq].

App : Pour X; de loi de Bernouilli de parameétre p,
converge en probabilités vers la v.a. constante p.
Loi forte des grands nombres : Soient (X,,) des v.a. réelles indépendantes et de
méme loi, admettant un moment d’ordre 2. Alors la suite de v.a. % converge
P-presque partout vers E[X1].

App : La moyenne empirique X,, :=
facon consistante.

Xit4 X qui est de loi Bin(n, 2)
n n

Htt X permet ainsi d’estimer E[X:] de



— Théoreme central de la limite : Soient (X,,), des v.a. réelles indépendantes et de
méme loi, possédant un moment d’ordre 2. Alors pour S,, := X7 +..+X,,, S"Lﬂ){)l]
var(Xi)n

converge en loi vers une loi normale centrée réduite.
— App : Pour S, de loi Bin(n,p), pour tout @ < b € R, on a : [Pla < S, <

b—np

V/np(1—p z?
b) — \/% / :p,(%p)) exp(—%)dx] =nqoo 0.

1 (k—np)?
par \/2mnp(1-p) eap( 2np(1—p) )-

On peut alors approximer P(S,, = k)
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